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Исследованы дальние поля внутренних гравитационных волн от радиально-симметричного
начального возмущения линий равной плотности в слое стратифицированной среды конечной
толщины, а также дальние поля поверхностных волн от импульсного источника в однородной
жидкости конечной глубины. Получены интегральные представления волновых возмущений.
Построены равномерные и неравномерные асимптотические решения, позволяющие описывать
амплитудно-фазовую структуру дальних полей поверхностных и внутренних волн. Установле-
но, что равномерные асимптотики позволяют эффективно рассчитывать дальние волновые
поля как вблизи, так и вдали от волнового фронта.
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Введение

Важным механизмом возбуждения полей внутренних гравитационных волн в стра-
тифицированных средах (океан, атмосфера Земли) является их генерация источниками
возмущений различного физического происхождения: природного (движущиеся воз-
мущения атмосферного давления, обтекание неровностей рельефа дна океана, подвет-
ренные горы) и антропогенного (морские технологические конструкции, схлопывание
области турбулентного перемешивания, подводные взрывы) характеров [Haney и Young,
2017; Morozov, 2018; The Ocean in Motion, 2018; Voelker и др., 2019; Wang и др., 2017].
Система уравнений гидродинамики, описывающая волновые возмущения, в общем виде
представляет достаточно сложную математическую задачу, и основные результаты
решений задач о генерации внутренних гравитационных волн представляются в самой
общей интегральной форме [Черкесов, 1976; Bulatov и др., 2019; Gushchin и Matyushin,
2016; Matyushin, 2019; Pedlosky, 2003; Sutherland, 2010]. В этом случае полученные
интегральные решения требуют разработки асимптотических методов их исследования,
допускающих качественный анализ и проведение экспресс-оценок получаемых решений
при натурных измерениях в природных средах. Существующие подходы к описанию
волновых картин в линейном приближении основаны на представлении волновых полей
интегралами Фурье и анализе их асимптотик [Broutman и др., 2021; Bulatov и Vladimirov,
2020; 2021c; Svirkunov и Kalashnik, 2014; The Ocean in Motion, 2018].

При математическом моделировании генерации внутренних гравитационных волн,
возбуждаемых нелокальными источниками возмущений, наиболее распространенными
являются два способа. Первый заключается в численном решении линеаризованной
системы уравнений гидродинамики [Gushchin и Matyushin, 2016; Matyushin, 2019]. К его

Russ. J. Earth. Sci. 2023, 23, ES4005, https://doi.org/10.2205/2023es000853 https://rjes.ru/

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://www.rjes.ru
https://rjes.ru/
https://orcid.org/0000-0002-8251-2370
https://doi.org/10.2205/2023es000853
https://doi.org/10.2205/2023es000853
https://rjes.ru/


Асимптотики дальних полей поверхностных и внутренних гравитационных волн. . . Владимиров

недостаткам следует отнести ограниченность области пространства, в которой возмож-
но численное решение задачи. Второй способ состоит в том, чтобы заменить функцию,
описывающую форму нелокального источника, функцией, имеющей достаточно про-
стой вид, или системой точечных источников, взятых с некоторым весом [Bulatov
и Vladimirov, 2020; Voelker и др., 2019]. Очевидно, что при решении задачи таким
способом возникает проблема оценки границ применимости различных упрощающих
аппроксимаций.

Как правило, в непосредственной окрестности нелокальных источников возму-
щений, например, вблизи возникающих при их движении турбулентных следов, зон
сильных перемешиваний, вихревых образований, уравнения гидродинамики существен-
но нелинейны, и для описания ближнего поля необходимо прибегать к громоздким
численным расчетам [Abdilghanie и Diamessis, 2013; Chai и др., 2022]. С другой сторо-
ны, при расчете дальнего распространения внутренних гравитационных волн прямые
численные расчеты (например, методом конечных разностей) нецелесообразны. Однако
в дальней зоне волновые поля относительно малы по амплитуде, и обычно их мож-
но описать посредством линейных уравнений [Bulatov и др., 2021b; Miropol’sky, 2001].
При этом начальные и граничные условия должны определяться или из результатов
прямого численного моделирования ближнего поля с учетом нелинейных уравнений
гидродинамики, или из сугубо оценочных (полуэмпирических) соображений, позво-
ляющих аппроксимировать ближнее поле некоторой системой модельных источников
возмущений [Gushchin и Matyushin, 2016; Matyushin, 2019].

Поверхностные волновые движения в морской среде могут возникать как вслед-
ствие естественных причин, так и порождаться искусственными источниками возмуще-
ний [Черкесов, 1976; Lighthill, 1978; Mei и др., 2018; Wehausen и Laitone, 1960]. В ряде
случаев первоначальное качественное представление об изучаемом круге волновых
явлений можно получить на основе относительно простых асимптотических моделей
и аналитических методов их исследования. В этой связи необходимо отметить класси-
ческие задачи гидродинамики о построении асимптотических решений, описывающих
эволюцию поверхностных возмущений, возбуждаемых источниками различной природы
в тяжелой однородной жидкости [Chen и Wu, 2001; Dobrokhotov и др., 2016; Gnevyshev и
Badulin, 2020; Svirkunov и Kalashnik, 2014]. Модельные решения позволяют в дальней-
шем получить представления поверхностных волновых полей с учетом изменчивости
и нестационарности реальных природных сред. Ряд результатов асимптотического
анализа линейных задач, описывающих различные режимы возбуждения и распростра-
нения поверхностных возмущений, лежит в основе активно развивающейся в настоящее
время нелинейной теории генерации океанических волн экстремально большой ампли-
туды – волн-убийц [Kharif и др., 2009]. Для мониторинга и предупреждения опасных
природных явлений в океане, в том числе обнаружения волн большой амплитуды,
необходимо проводить оперативный анализ волновых явлений с помощью различных
математических моделей. Одной из основных используемых моделей можно считать
предположение о генерации волновых пакетов импульсным воздействием. Для проведе-
ния прогнозных расчетов необходимо подбирать параметры использованной модели
так, чтобы приблизить смоделированную волновую систему к реально наблюдаемым,
в том числе по фотоснимкам из космоса, волновым картинам [Belyaev и др., 2009;
Mei и др., 2018; The Ocean in Motion, 2018]. Таким образом, математические модели
волновой генерации могут быть не только верифицированы, но и использованы для
проведения прогнозных оценок.

1. Внутренние гравитационные волны от радиально симметричного возвышения
изопикн

В настоящем разделе излагаются результаты, описывающие дальние поля линей-
ных внутренних гравитационных волн, возбуждаемых мгновенным радиально симмет-
ричным возвышением изопикн (линий равной плотности) в слое стратифицированной
среды конечной толщины. Поле возвышения изопикн 𝜂(𝑟,𝑧, 𝑡) в слое стратифицирован-
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ной среды −𝐻 < 𝑧 < 0 в цилиндрических координатах (𝑟,𝑧) (зависимости от угла нет,
ось 𝑧 направлена вверх) в приближении Буссинеска определяется из задачи [Bulatov и
Vladimirov, 2021b; Lighthill, 1978]:

𝜕2

𝜕𝑡2

(︃
∆+

𝜕2

𝜕𝑧2

)︃
𝜂(𝑟,𝑧, 𝑡) +𝑁2(𝑧)∆𝜂(𝑟,𝑧, 𝑡) = 0, ∆ =

𝜕2

𝜕𝑟2
+
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
,

𝜂(𝑟,𝑧,0) = Φ(𝑟)Π(𝑧),

𝜂(𝑟,𝑧, 𝑡) = 0 при 𝑧 = 0,−𝐻,

𝜕𝜂(𝑟,𝑧, 𝑡)
𝜕𝑡

= 0 при 𝑡 = 0.

Отметим, что постановка задачи и формулировка граничных условий (приближение
Буссинеска и «твердой крышки», пренебрежение вязкостью) приведены в контексте,
общепринятом в современной научной литературе, посвященной изучению динамики
линейных внутренних гравитационных волн [Черкесов, 1976; Lighthill, 1978; Pedlosky,
2003; Sutherland, 2010]. Далее частота Брента – Вяйсяля (частота плавучести) счи-
тается постоянной: 𝑁2(𝑧) = 𝑁2 = const. Предполагается, что начальное возмущение
изопикн обладает распределением по глубине с одним максимумом, что соответству-
ет по качественному характеру наблюдаемым в реальных природных средах (океан,
атмосфера) нелокальным источникам [Belyaev и др., 2009; Khimchenko и др., 2020;
Morozov, 2018; Morozov и др., 2018]. Решение полученной начально-краевой задачи
строится с помощью преобразования Фурье – Ханкеля и в безразмерных переменных
𝑟* = 𝜋𝑟/𝐻, 𝑧* = 𝜋𝑧/𝐻, 𝜂* = 𝜋𝜂/𝐻, 𝑡* = 𝑁𝑡 (индекс «*» далее опускается) имеет вид
[Bulatov и Vladimirov, 2021b; Fröman и Fröman, 2002; Watson, 1995]:

𝜂(𝑟,𝑧, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜂𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 sin(𝑛𝑧)𝑔𝑛(𝑟, 𝑡) , (1.1)

𝑔𝑛(𝑟, 𝑡) =

∫ ∞

0
𝑘𝐴(𝑘)𝐽0(𝑘𝑟)cos(𝜔𝑛(𝑘)𝑡)𝑑𝑘, (1.2)

𝐴(𝑘) =

∫ ∞

0
𝑟𝐽0(𝑘𝑟)Φ(𝑟)𝑑𝑟, 𝑎𝑛 =

2
𝜋

∫ 0

−𝜋
Π(𝑧)sin(𝑛𝑧)𝑑𝑧, 𝜔𝑛(𝑘) = 𝑘/

√
𝑘2 +𝑛2

где 𝐽0 – функция Бесселя нулевого порядка. Выражение для горизонтальной (ра-
диальной) компоненты скорости 𝑈 (𝑟,𝑧, 𝑡) определяется из уравнения несжимаемости
в цилиндрических координатах [Lighthill, 1978]

𝜕𝑈
𝜕𝑟

+
𝑈
𝑟
+
𝜕𝑊
𝜕𝑧

= 0,

а также из условия, что решением уравнения [Fröman и Fröman, 2002; Watson, 1995]

𝜕𝑌 (𝑘𝑟)
𝜕𝑟

+
𝑌 (𝑘𝑟)
𝑟

= 𝐽0(𝑘𝑟)

является функция 𝑌 (𝑘𝑟) = 𝐽1(𝑘𝑟)/𝑘, где 𝐽1 – функция Бесселя первого порядка. Исполь-
зуя эти решения, можно получить выражения для вертикальной 𝑊 (𝑟,𝑧, 𝑡) = 𝜕𝜂(𝑟,𝑧,𝑡)

𝜕𝑡
и горизонтальной (радиальной) 𝑈 (𝑟,𝑧, 𝑡) компонент скорости частиц во внутренних
волнах, которые имеют вид [Bulatov и Vladimirov, 2021b]:

𝑊 (𝑟,𝑧, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑊𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 sin(𝑛𝑧)𝑝𝑛(𝑟, 𝑡), 𝑈 (𝑟,𝑧, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑈𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑎𝑛 cos(𝑛𝑧)𝑞𝑛(𝑟, 𝑡) ,
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𝑝𝑛(𝑟, 𝑡) = −
∫ ∞

0
𝑘𝐴(𝑘)𝐽0(𝑘𝑟)𝜔𝑛(𝑘)sin(𝜔𝑛(𝑘)𝑡)𝑑𝑘,

𝑞𝑛(𝑟, 𝑡) =

∫ ∞

0
𝐴(𝑘)𝐽1(𝑘𝑟)𝜔𝑛(𝑘)sin(𝜔𝑛(𝑘)𝑡)𝑑𝑘.

(1.3)

Далее в качестве модельного рассмотрим следующее радиальное распределение
начального возмущения: Φ(𝑟) = exp(−𝑟2/4)/2 (множитель 1/2 используется для про-
стоты выкладок). Тогда имеем: 𝐴(𝑘) = exp(−𝑘2). Интегралы (1.2), (1.3) при больших
значениях 𝑟 >> 1, 𝑡 >> 1, 𝑟/𝑡 = 𝑉 = const можно вычислить с помощью метода стацио-
нарной фазы [Borovikov, 1994]. С этой целью необходимо заменить функцию Бесселя
на ее асимптотику: 𝐽0(𝑘𝑟) ≈

√
2/𝜋𝑘𝑟 cos(𝑘𝑟 −𝜋/4) [Fröman и Fröman, 2002; Watson, 1995].

Подставляя это выражение в (1.2), можно получить:

𝑔𝑛(𝑟, 𝑡) =
√
2/𝜋𝑟

∫ ∞

0
exp(−𝑘2)

√
𝑘 cos(𝑘𝑟 −𝜋/4)cos(𝜔𝑛(𝑘)𝑡)𝑑𝑘 = 𝐼+𝑛 + 𝐼−𝑛 ,

𝐼±𝑛 =
√
1/2𝜋𝑟

∫ ∞

0
exp(−𝑘2)

√
𝑘 cos(𝑘𝑟 ±𝜔𝑛(𝑘)𝑡 −𝜋/4)𝑑𝑘.

При больших значениях 𝑟, 𝑡 (𝑟/𝑡 = const) интеграл 𝐼+𝑛 экспоненциально мал, так как
стационарных точек на интервале интегрирования нет. С помощью метода стационарной
фазы можно получить уравнение для нахождения стационарных точек: 𝜔′𝑛 = 𝑉 , 𝑉 = 𝑟/𝑡.
Решение этого уравнения имеет вид: 𝑘𝑛(𝑉 ) = 𝑛

√︀
(𝑉𝑛)−2/3 − 1. Окончательно можно

получить
𝑔𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝐺𝑛(𝑟, 𝑡)cos(Φ𝑛(𝑟, 𝑡)),

𝐺𝑛(𝑟, 𝑡) =
𝑛2 exp

(︁
𝑛2(1− (𝑛𝑉 )−2/3)

)︁
√
3𝑡(𝑛𝑉 )4/3

,

Φ𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑡(1− (𝑛𝑉 )2/3)3/2.

Аналогично, с помощью метода стационарной фазы имеем

𝑝𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝑃𝑛(𝑟, 𝑡)sin(Φ𝑛(𝑟, 𝑡)), 𝑃𝑛(𝑟, 𝑡) = −(1− (𝑛𝑉 )2/3)1/2𝐺𝑛(𝑟, 𝑡),

𝑞𝑛(𝑟, 𝑡) =𝑄𝑛(𝑟, 𝑡)cos(Φ𝑛(𝑟, 𝑡)), 𝑄𝑛(𝑟, 𝑡) =
exp

(︁
𝑛2(1− (𝑛𝑉 )−2/3)

)︁
√
3𝑉 𝑡

.

Полученные асимптотические формулы для функций 𝑔𝑛(𝑟, 𝑡), 𝑝𝑛(𝑟, 𝑡), 𝑞𝑛(𝑟, 𝑡) позволяют
соответственно рассчитывать пространственно-временные характеристики возвышения
изопикн, вертикальной и горизонтальной (радиальной) компонент скорости частиц во
внутренних гравитационных волнах от начального радиально-симметричного смещения
изопикн. Однако эти асимптотики неприменимы вблизи волновых фронтов [Fröman и
Fröman, 2002]. Для построения локальных асимптотик, то есть асимптотик, описываю-
щих поле внутренних гравитационных волн вблизи волновых фронтов, заменим далее
в интеграле 𝐼−𝑛 функции 𝜔𝑛(𝑘) и exp(−𝑘2) при малых волновых числах следующими
разложениями: 𝜔𝑛(𝑘) ≈ 𝑘/𝑛− 𝑘3𝑛−3/2, exp(−𝑘2) ≈ 1. Тогда можно получить [Bulatov и
Vladimirov, 2021b]:

𝑔𝑛(𝑟, 𝑡) ≈
√
1/2𝜋𝑟

∫ ∞

0

√
𝑘 cos(𝑘3𝑡𝑛−3/2+ 𝜉𝑘 −𝜋/4)𝑑𝑘, 𝜉 = 𝑟 − 𝑡/𝑛.

При малых значениях 𝜉 (вблизи волновых фронтов) стационарные точки стремятся
к нулю, то есть к концевой точке контура интегрирования и одновременно к точке
ветвления внеэкспоненциального множителя. В этом случае метод стационарной фазы
неприменим, и для построения локальных асимптотик с помощью подходящей замены
следует свести исходный интеграл к более сложному эталонному интегралу. Модельным
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в этом случае будет следующий интеграл, который выражается через квадрат функции
Эйри [Borovikov, 1994; Fröman и Fröman, 2002]:

𝐷(𝑥) =

∫ ∞

0

1
√
𝑢
cos(𝑢3/12+ 𝑥𝑢 +𝜋/4)𝑑𝑢 = 2𝜋3/2Ai2(𝑥),

Ai(𝑥) =
1
2𝜋

∫ ∞

−∞
cos(𝑢3/3+ 𝑥𝑢)𝑑𝑢.

Функция 𝐷(𝑥) удовлетворяет уравнению 𝐷 ′′′(𝑥) = 4𝑥𝐷 ′(𝑥)+2𝐷(𝑥), которое решается
методом Лапласа [Borovikov, 1994; Fröman и Fröman, 2002]. Тогда, с помощью замены𝑘 =
𝑢𝑛(6𝑡)−1/3 можно получить выражения для локальных асимптотик, имеющие вид

𝑔𝑛(𝑟, 𝑡) ≈
𝑛3/2𝐽(Θ)

2
√
3𝜋𝑟𝑡

, Θ =
𝑛𝑟 − 𝑡
(6𝑡)1/3

, (1.4)

𝐽(𝑥) =𝐷 ′(𝑥) = −4𝜋3/2Ai(𝑥)Ai′(𝑥) =

∫ ∞

0

√
𝑢 cos(𝑢3/12+ 𝑥𝑢 −𝜋/4)𝑑𝑢.

Локальные асимптотики для функций 𝑝𝑛(𝑟, 𝑡) получаются из (1.4) дифференциро-
ванием по переменной 𝑡 (при этом дифференцируется только функция 𝐽):

𝑝𝑛(𝑟, 𝑡) ≈
𝑛3/2𝐸(Θ)

(6𝑡)5/6
√
2𝜋𝑟

, 𝐸(Θ) = 4𝜋3/2
(︁
(Ai′(Θ))2 +ΘAi2(Θ)

)︁
.

Выражения для локальных асимптотик горизонтальной (радиальной) компоненты
скорости имеют вид

𝑞𝑛(𝑟, 𝑡) ≈
𝑛1/2𝐽(Θ)

2
√
3𝜋𝑟𝑡

.

Можно отметить, что выражения для асимптотик возвышения изопикн 𝑔𝑛(𝑟, 𝑡)
и горизонтальной (радиальной) компоненты скорости 𝑞𝑛(𝑟, 𝑡) совпадают с точностью
до множителя 𝑛 (номера моды).

Более сложной является задача построения равномерных асимптотик, которые
позволяют описать волновые поля при 𝑟, 𝑡 >> 1 как вблизи, так и вдали от волновых
фронтов [Bulatov и Vladimirov, 2021a]. После замены в (1.2) функции Бесселя на ее
асимптотику при 𝑘𝑟 >> 1 (𝐽0(𝑘𝑟) ≈

√
2/𝜋𝑘𝑟 cos(𝑘𝑟−𝜋/4)) [Fröman и Fröman, 2002; Watson,

1995] получающийся в результате интеграл может быть представлен в виде

𝑔𝑛(𝑟, 𝑡) = 𝐿
+
𝑛(𝑟, 𝑡) +𝐿

−
𝑛(𝑟, 𝑡),

𝐿+𝑛(𝑟, 𝑡) =
1
2

∫ ∞

−∞

𝐹(𝑘)
√
𝑘

exp(𝑖𝑡𝛽𝑛(𝑘)− 𝑖𝜋/4)𝑑𝑘 = 𝐿+𝑛 ,

𝐿−𝑛(𝑟, 𝑡) =
1
2

∫ ∞

−∞

𝐹(𝑘)
√
𝑘

exp(𝑖𝑡𝛾𝑛(𝑘)− 𝑖𝜋/4)𝑑𝑘 = 𝐿−𝑛 ,

𝐹(𝑘) =
𝑘𝐴(𝑘)
√
2𝜋𝑟

, 𝛽𝑛(𝑘) = 𝑘𝑉 +𝜔𝑛(𝑘), 𝛾𝑛(𝑘) = 𝑘𝑉 −𝜔𝑛(𝑘),

где 𝑉 = 𝑟/𝑡 и
√
𝑘 = 𝑖
√
|𝑘| при 𝑘 < 0. Поскольку 𝜔𝑛(𝑘) – монотонно возрастающая функция

переменной 𝑘, то фазовая функция 𝛽𝑛(𝑘) интеграла 𝐿+𝑛 не имеет стационарных точек на
действительной оси, поэтому при больших значениях 𝑟, 𝑡 интеграл 𝐿+𝑛 экспоненциально
мал. Оценим далее интеграл 𝐿−𝑛. Обозначим через 𝑐𝑛 = 𝜔′𝑛(0) = 1/𝑛 максимальную
групповую скорость отдельной моды внутренних волн. Тогда при 0 < 𝑉 < 𝑐𝑛 фазовая
функция 𝛾𝑛(𝑘) = 𝑘𝑉 −𝜔𝑛(𝑘) имеет две стационарные точки на действительной оси:
𝑘𝑛(𝑉 ) = ±𝑛

√︀
(𝑉𝑛)−2/3 − 1. Вблизи волнового фронта каждой моды, то есть при 𝑉 → 𝑐𝑛,

эти две стационарные точки сливаются друг с другом, а также с точкой ветвления
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𝑘 = 0. При 𝑉 > 𝑐𝑛 две стационарные точки ±𝑘𝑛(𝑉 ) располагаются на мнимой оси. Для
построения равномерной (по параметру 𝑉 = 𝑟/𝑡) асимптотики интеграла 𝐿−𝑛, позволяю-
щей описывать дальние волновые поля как вблизи, так и вдали от волновых фронтов,
необходимо выполнить регулярную замену переменной 𝑘 = 𝑘(𝑠), переводящую фазовую
функцию 𝛾𝑛(𝑘) = 𝑘𝑉 −𝜔𝑛(𝑘) в новую функцию 𝜏(𝑠) = −𝜎𝑠+ 𝑠3/3 [Fröman и Fröman, 2002;
Kravtsov и Orlov, 1993]. Таким образом, фазовая функция может быть представлена
в виде: 𝛾𝑛(𝑘(𝑠)) = −𝜎𝑠 + 𝑠3/3. При этом стационарным точкам ±𝑘𝑛(𝑉 ) будут отвечать
точки ±

√
𝜎 . Тогда для 𝜎 можно получить: 𝜎 = (−3𝛾𝑛(𝑘𝑛(𝑉 )))2/3. В результате такой

замены переменных интеграл 𝐿−𝑛 может быть представлен в виде

𝐿−𝑛 =
1
2

∫ ∞

−∞

𝐺(𝑠)
√
𝑠
exp(𝑖𝑡𝜏(𝑠)− 𝑖𝜋/4)𝑑𝑠, 𝐺(𝑠) = 𝐹(𝑘(𝑠))

√︂
𝑠
𝑘(𝑠)

𝑑𝑘
𝑑𝑠
,

где функция 𝐺(𝑠) – регулярная функция переменной 𝑠. Тогда, в соответствии с общей
схемой построения равномерных асимптотик (метода эталонных интегралов), функцию
𝐺(𝑠) можно представить в виде [Bulatov и др., 2021a; Fröman и Fröman, 2002; Kravtsov и
Orlov, 1993]: 𝐺(𝑠) = 𝑃 (𝑠) +𝑅(𝑠), где 𝑃 (𝑠) = 𝑏2𝑠2 + 𝑏1𝑠+ 𝑏0 – интерполяционный многочлен
Лагранжа для функции 𝐺(𝑠), построенный по точкам 𝑠 = 0,±

√
𝜎 , и 𝑅(𝑠) – регулярная

функция. В результате можно получить

𝐿−𝑛 = 𝐿𝑃 +𝐿𝑅,

𝐿𝑃 =
1
2

∫ ∞

−∞

𝑏2𝑠
2 + 𝑏1𝑠+ 𝑏0√

𝑠
exp(𝑖𝑡(−𝜎𝑠+ 𝑠3/3)− 𝑖𝜋/4)𝑑𝑠,

𝐿𝑅 =
1
2

∫ ∞

−∞

𝑅(𝑠)
√
𝑠
exp(𝑖𝑡(−𝜎𝑠+ 𝑠3/3)− 𝑖𝜋/4)𝑑𝑠.

Интеграл 𝐿𝑃 вычисляется аналитически [Bulatov и др., 2021a; Fröman и Fröman, 2002;
Kravtsov и Orlov, 1993]:

𝐿𝑃 =
𝜋3/2

2

(︂
−𝑖𝑏025/3𝑡−1/6Ai2(𝜃)− 2𝑏1𝑡−1/2

(︁
Ai2(𝜃)

)︁′
+ 𝑖𝑏22

1/3𝑡−5/6
(︁
Ai2(𝜃)

)︁′ ′ )︂
,

𝜃 = −𝜎 (𝑡/2)2/3.

С помощью интегрирования по частям можно показать, что для 𝐿𝑅 справедлива
оценка: 𝐿𝑅 = 𝑂(𝐿𝑃 /𝑡). В силу нечетности функции 𝐹(𝑘) можно получить: 𝑏0 = 𝑏2 = 0,
𝑏1 = 𝐺(

√
𝜎 )/
√
𝜎 = 𝐹(𝑘𝑛(𝑉 ))

√︀
2/(𝑘𝑛(𝑉 )𝛾 ′′𝑛 (𝑘𝑛(𝑉 ))). Тогда главный член равномерной (по

параметру 𝑉 = 𝑟/𝑡) асимптотики отдельной волновой моды при 𝑟, 𝑡→∞ имеет вид

𝑔𝑛(𝑟, 𝑡) ≈ −2𝜋3/2
√︂

2
𝑡𝑘𝑛(𝑉 )𝛾 ′′𝑛 (𝑘𝑛(𝑉 ))

𝐹(𝑘𝑛(𝑉 ))Ai(𝜃)Ai′(𝜃). (1.5)

Равномерные асимптотики для функций 𝑝𝑛(𝑟, 𝑡) и 𝑞𝑛(𝑟, 𝑡) при 𝑟, 𝑡→∞ вычисляются
аналогично и имеют вид

𝑝𝑛(𝑟, 𝑡) ≈ −21/3𝜋3/2𝑡−5/6
√︂

2
𝜎𝑘𝑛(𝑉 )𝛾 ′′𝑛 (𝑘𝑛(𝑉 ))

𝐹(𝑘𝑛(𝑉 ))𝜔𝑛(𝑘𝑛(𝑉 ))
(︁
(Ai′(𝜃))2 +𝜃Ai2(𝜃)

)︁
,

𝑞𝑛(𝑟, 𝑡) ≈ −2𝜋3/2
√︂

2
𝑡𝑘𝑛(𝑉 )𝛾 ′′𝑛 (𝑘𝑛(𝑉 ))

𝐹(𝑘𝑛(𝑉 ))
𝜔𝑛(𝑘𝑛(𝑉 ))
𝑘𝑛(𝑉 )

Ai(𝜃)Ai′(𝜃).

2. Поверхностные гравитационные волны от вспыхнувшего локализованного источника

В настоящем разделе рассматриваются равномерные и неравномерные асимп-
тотики дальних полей поверхностных возмущений, возбуждаемых вспыхнувшим ис-
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точником. Исследуются волновые возмущения на поверхности идеальной однородной
жидкости конечной глубины 𝐻 , распространяющиеся от точечного импульсного ис-
точника, вспыхнувшего в момент времени 𝑡 = 0. Источник находится на глубине 𝑧0
(т.е. в точке (0,0,−𝑧0); 0 < 𝑧0 < 𝐻) и мгновенно выбрасывает объем жидкости 𝑄. Сле-
дуя [Lighthill, 1978; Mei и др., 2018; Wehausen и Laitone, 1960], потенциал Φ(𝑥,𝑦,𝑧, 𝑡)
(∇Φ = (𝑢,𝑣,𝑤), 𝑢,𝑣,𝑤 – компоненты возмущения вектора скорости потока) в линей-
ном приближении можно описать уравнением с соответствующим линеаризованным
граничным условием на поверхности жидкости⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∆Φ(𝑥,𝑦,𝑧, 𝑡) =𝑄𝛿(𝑥)𝛿(𝑦)𝛿(𝑧+ 𝑧0)
𝜕2Φ
𝜕𝑡2

+ 𝑔 𝜕Φ𝜕𝑧 = 0, 𝑧 = 0
𝜕Φ
𝜕𝑧 = 0, 𝑧 = −𝐻 ; Φ ≡ 0, 𝑡 < 0

,

где ∆ = 𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝜕2

𝜕𝑧2
, 𝑔 – ускорение свободного падения. Решение этой задачи получается

путем применения преобразования Фурье по переменным 𝑥,𝑦, 𝑡. Тогда возвышение
свободной поверхности жидкости 𝜂(𝑥,𝑦, 𝑡) можно представить в виде

𝜂(𝑥,𝑦, 𝑡) =
𝑖𝑄

8𝜋3

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

𝜔𝑐ℎ(𝑘(𝐻 − 𝑧0))
𝑐ℎ(𝑘𝐻)(𝜔2 −Ω2(𝑘))

exp(−𝑖(𝜔𝑡 +𝜇𝑥+ 𝜈𝑦))𝑑𝜈𝑑𝜇𝑑𝜔, (2.1)

где Ω2(𝑘) = 𝑔𝑘𝑡ℎ(𝑘𝐻) – дисперсионное соотношение для поверхностных волн в слое
конечной толщины [Lighthill, 1978; Mei и др., 2018; Wehausen и Laitone, 1960].

Далее будут исследоваться асимптотики интеграла (2.1), позволяющие эффективно
рассчитывать амплитудно-фазовые характеристики волновых полей вдали от источника
возмущений. Внутренний интеграл в (2.1) по переменной 𝜔 вычисляется с помощью
теоремы о вычетах. Контур интегрирования необходимо сместить в область 𝐼𝑚𝜔 > 0,
тогда замыкая его в нижнюю полуплоскость и учитывая полюса при 𝜔 = ±Ω(𝑘), можно
получить

𝜂(𝑥,𝑦, 𝑡) =
𝑄

4𝜋2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

𝑐ℎ(𝑘(𝐻 − 𝑧0))
𝑐ℎ(𝑘𝐻)

exp(−𝑖(𝜇𝑥+ 𝜈𝑦))cos(Ω(𝑘)𝑡)𝑑𝜈𝑑𝜇.

Перейдем далее к полярным координатам: 𝜇 = 𝑘 cos𝜓, 𝜈 = 𝑘 sin𝜓; 𝑥 = 𝑟 cos𝛼, 𝑦 =
𝑟 sin𝛼, проинтегрируем по переменной 𝜓, в результате будем иметь

𝜂(𝑟, 𝑡) =
𝑄
2𝜋

∫ ∞

−∞

𝑐ℎ(𝑘(𝐻 − 𝑧0))
𝑐ℎ(𝑘𝐻)

𝑘𝐽0(𝑘𝑟)cos(Ω(𝑘)𝑡)𝑑𝑘. (2.2)

Аналогично разд. 1 заменим в (2.2) функцию Бесселя 𝐽0(𝑘𝑟) на ее асимптоти-
ку при 𝑘𝑟 >> 1: 𝐽0(𝑘𝑟) ≈

√
2/𝜋𝑘𝑟 cos(𝑘𝑟 − 𝜋/4) [Fröman и Fröman, 2002; Watson, 1995].

Получающийся в результате интеграл можно представить в виде

𝜂(𝑟, 𝑡) = 𝐼+(𝑟, 𝑡) + 𝐼−(𝑟, 𝑡),

𝐼±(𝑟, 𝑡) =
𝑄
2

∫ ∞

−∞

𝐹(𝑘)
√
𝑘

exp(𝑖𝑡(𝑘𝑉 ±Ω(𝑘))− 𝑖𝜋/4)𝑑𝑘,

𝐹(𝑘) =
𝑘𝑐ℎ(𝑘(𝐻 − 𝑧0))

2
√
2𝑟𝜋3/2𝑐ℎ(𝑘𝐻)

,

где 𝑉 = 𝑟/𝑡, функция Ω(𝑘) продолжается при 𝑘 < 0 нечетным образом и
√
𝑘 = 𝑖

√
|𝑘|

при 𝑘 < 0. Далее рассматривается асимптотика интегралов 𝐼±(𝑟, 𝑡) при больших значе-
ниях 𝑟, 𝑡 и фиксированных значениях 𝑉 , то есть в точке, движущейся в радиальном
направлении со скоростью 𝑉 . Поскольку Ω(𝑘) – монотонно возрастающая функция
𝑘, то фазовая функция интеграла 𝐼+(𝑟, 𝑡) не имеет стационарных точек на действи-
тельной оси 𝑘, потому этот интеграл экспоненциально мал при 𝑡 →∞ (точнее, при
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𝑉 𝑡/𝐻 >> 1). При выполнении условия 𝑉 < 𝐶 (𝐶 =
√
𝑔𝐻 – максимальная групповая ско-

рость поверхностных волн) фазовая функция интеграла 𝐼−(𝑟, 𝑡) имеет две стационарных
точки на действительной оси: ±𝑘0, где 𝑘0 – положительный корень уравнения: 𝑞′(𝑘) = 0,
𝑞(𝑘) = 𝑘𝑉 −Ω(𝑘). Тогда главный член асимптотики возвышения 𝜂(𝑟, 𝑡) при 𝑡→∞ может
быть вычислен по методу стационарной фазы [Borovikov, 1994; Fröman и Fröman, 2002]:

𝜂(𝑟, 𝑡) ≈𝑄
√︂

2𝜋
𝑡𝑘0𝑞′′(𝑘0)

𝐹(𝑘0)cos(𝑡𝑞(𝑘0)). (2.3)

Асимптотика (2.3) становится непригодной при 𝑉 → 𝐶, то есть вблизи волново-
го фронта, где стационарные точки ±𝑘0 сливаются друг с другом, а также с точкой
ветвления 𝑘 = 0. Вычислим далее локальную асимптотику интеграла 𝐼−(𝑟, 𝑡) вблизи
волнового фронта, то есть при 𝑉 → 𝐶 и, соответственно, при 𝑟 ≈ 𝐶𝑡. Очевидно, что
основной вклад в локальную асимптотику дает окрестность значения 𝑘 = 0, кото-
рое отвечает распространению длинных волн с максимальной групповой скоростью
[Lighthill, 1978; Svirkunov и Kalashnik, 2014]. При малых значениях 𝑘 функции 𝐹(𝑘), 𝑞(𝑘)
допускают следующие разложения: 𝐹(𝑘) = 𝐹′(0)𝑘 + . . ., 𝑞(𝑘) = 𝑞′(0)𝑘 + 𝑞′′′(0)𝑘3/6+ . . ., где
𝐹′(0) = (2𝜋)−3/2𝑟−1/2, 𝑞′(0) = 𝑉 −𝐶, 𝑞′′′(0) = √𝑔𝐻5/2. Аппроксимируя 𝐹(𝑘) и 𝑞(𝑘) этими
разложениями, можно получить:

𝐼−(𝑟, 𝑡) ≈
𝑄
2

∫ ∞

−∞
𝐹′(0)

√
𝑘 exp

(︁
𝑖𝑡(𝑞′(0)𝑘 + 𝑞′′′(0)𝑘3/6)− 𝑖𝜋/4

)︁
𝑑𝑘.

Локальная асимптотика возвышения 𝜂(𝑟, 𝑡) при 𝑡→∞ в окрестности волнового
фронта (т.е. при 𝑟 ≈ 𝐶𝑡) выражается через функцию Эйри и ее производную [Borovikov,
1994; Fröman и Fröman, 2002; Watson, 1995]

𝜂(𝑟, 𝑡) ≈ − 𝑄

𝑔1/4𝐻5/4𝑟1/2𝑡1/2
Ai(𝜃)Ai′(𝜃), 𝜃 =

𝑟 −𝐶𝑡
(2𝑡)1/3𝑔1/6𝐻5/6

.

Равномерная (по параметру 𝑉 ) асимптотика возвышения 𝜂(𝑟, 𝑡) при 𝑡 →∞ вы-
числяется описанным в разд. 1 способом. В итоге для ее главного члена получается
следующая формула: [Bulatov и др., 2021a]

𝜂(𝑟, 𝑡) ≈ −2𝑄𝜋3/2
√︂

2
𝑡𝑘0𝑞′′(𝑘0)

𝐹(𝑘0)Ai(−𝜎 (𝑡/2)2/3)Ai′(−𝜎 (𝑡/2)2/3), (2.4)

где 𝜎 = (−3𝑞(𝑘0)/2)2/3, 𝑘0 – стационарная точка функции 𝑞(𝑘), расположенная на поло-
жительной действительной или на положительной мнимой оси.

3. Результаты численного моделирования

Рис. 1. Равномерная асимптотика первой моды возвышения
изопикн 𝜂1(𝑟,𝑧, 𝑡).

Использованные в расчетах пространственно-
временные параметры соответствуют возможным
масштабам источников возбуждения поверхностных
и внутренних волн в океане [Belyaev и др., 2009;
Khimchenko и др., 2020; Mei и др., 2018; Morozov, 2018;
Özsoy, 2021; The Ocean in Motion, 2018]. Для числен-
ных расчетов полей внутренних волн был задан сле-
дующий вид функций Φ(𝑟) и Π(𝑧), описывающих со-
ответственно радиальную и вертикальную структу-
ру начального смещения изопикн: Φ(𝑟) = exp(−𝑟2/4)/2,
Π(𝑧) = (−𝑧/𝜋)𝛼(1 + 𝑧/𝜋)𝛽 , 𝛼 = 3, 𝛽 = 8.

На рис. 1 в размерных переменных приведены
результаты расчетов равномерной асимптотики пер-
вой моды возвышения изопикн 𝜂1(𝑟,𝑧, 𝑡) для горизонта
наблюдения 𝑧 = −318 м. Вычисления проводились по
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формулам (1.1), (1.5). Для пересчета в размерные пе-
ременные были взяты следующие значения частоты
Брента – Вяйсяля 𝑁 и толщины слоя жидкости 𝐻 :

𝑁 = 0,001 c−1, 𝐻 = 1000 м. На рис. 2 проиллюстрирована равномерная асимптотика
поля возвышения 𝜂1(𝑟,𝑧, 𝑡) на том же горизонте при 𝑡 = 10 ч.

Рис. 2. Равномерная асимптотика поля возвышения изопикн
𝜂1(𝑟,𝑧, 𝑡) в момент времени 𝑡 = 10 ч.

Рис. 3. Равномерная асимптотика поля возвышения свободной
поверхности.

Рис. 4. Равномерная асимптотика поля возвышения свободной
поверхности в момент времени 𝑡 = 30 с.

Для расчета поверхностных возмущений от им-
пульсного источника были использованы следующие
значения параметров задачи: мощность источника
𝑄 = 10 м3, глубина бассейна 𝐻 = 20 м, глубина источ-
ника 𝑧0 = 4 м. На рис. 3 представлено поле возвышения
свободной поверхности 𝜂(𝑟, 𝑡), найденное с помощью
равномерной асимптотики, построенной по формуле
(2.4). На рис. 4 изображено то же поле в момент вре-
мени 𝑡 = 30 с.

Как показывают численные расчеты, на временах
порядка 10 и более периодов плавучести для внутрен-
них волн и 10 и более величин

√︀
𝐻/𝑔 для поверхностных

волн построенные равномерные асимптотики волновых
мод позволяют адекватно описывать дальние поля как
вблизи, так и вдали от волнового фронта. С другой
стороны, асимптотики по методу стационарной фазы
работают только внутри фронта, а локальные асимп-
тотики – лишь в его непосредственной окрестности.

4. Заключение

Изложенные в работе методы построения асимпто-
тик решений позволяют рассчитывать поверхностные
и внутренние гравитационные волны вдали от произ-
вольных нелокальных источников возмущений. Ана-
литические и численные исследования эволюции дис-
пергирующих волн от нелокальных источников в при-
родных средах показывают, что структура волновых
картин на больших расстояниях от этих источников
(много больших их характерных размеров) практиче-
ски не зависит от их формы и определяется только
законом дисперсии и скоростью источников [Lighthill,
1978; Morozov, 2018; Svirkunov и Kalashnik, 2014; The
Ocean in Motion, 2018]. Поэтому полученные в работе
результаты позволяют не только эффективно рассчи-
тывать дальние волновые поля, но и проводить каче-
ственную оценку получаемых решений.

Изложенные подходы к исследованию дальних
полей внутренних и поверхностных гравитационных
волн сочетают сравнительную простоту и вычислитель-
ную мощность аналитических результатов, а также
возможность их качественного анализа. Предложен-
ные асимптотические методы могут быть использованы
для исследования любых других волновых процессов
(акустические и сейсмические волны, СВЧ-излучение,
волны цунами и т.п.) в реальных геофизических и гид-
рофизических средах со сложной структурой, так как
значение использованных методов анализа волновых
полей определяется не только их наглядностью, уни-

версальностью и эффективностью при решении разнообразных задач, но и тем, что они
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могут явиться некоторой полуэмпирической основой других приближенных методов
при математическом моделировании волновых пакетов иной физической природы.

Благодарности. Работа выполнена по теме государственного задания № FMWE-2021-
0002.
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are constructed that allow describing the amplitude-phase structure of the far fields of surface and
internal waves. It is established that uniform asymptotics make it possible to effectively calculate
long range wave fields both near and far from the wave front.
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