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Работа посвящена проблеме прогнозирования эволюции площади термокарстовых озер в зоне
вечной мерзлоты Арктики на примере анализа тестовых участков из нескольких географи-
ческих регионов. Предлагаемый в работе подход основан на методе рандомизированного
машинного обучения (РМО) для построения математических моделей динамики площади
озер в условиях климатических изменений, ее обучения на реальных данных и дальнейшего
прогнозирования. Приводятся и сравниваются результаты моделирования динамики площадей
озер с помощью линейных статических и динамических моделей. Показано, что использование
динамической модели площади озер позволяет значительно уменьшить среднюю ошибку
моделирования.
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1. Введение

Исследования природных явлений в зонах вечной мерзлоты становятся особенно
актуальными в последние годы в связи с наблюдаемым потеплением климата, вызван-
ным парниковыми газами, основными из которых являются углекислый газ и метан.
Многочисленные профильные исследования арктических регионов показывают, что
существенный вклад в эмиссию метана вносят термокарстовые озера [Миронов и др.,
2022; Степаненко и др., 2011; Фельдман, 1984; Karlsson et al., 2014; Kirpotin et al.,
2009; Sudakov and Vakulenko, 2014; Zabelina et al., 2020]. Обнаружена связь между
площадью термокарстовых озер и объемом выделяемого метана [Walter et al., 2007].
Поэтому прогнозирование эволюции площади озер является важным для оценивания
климатических изменений. Источником данных о площади термокарстовых озер и кли-
матических изменениях является технология дистанционного зондирования земной
поверхности [Полищук и др., 2020; 2018; Verpoorter et al., 2014].
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Процессы образования и эволюции площади термокарстовых озер изучены недоста-
точно, следствием чего является несовершенство математических моделей, предназна-
ченных для описания процессов их образования. Кроме того, данные о климатических
показателях и площадях озер сопровождаются значительными погрешностями и пропус-
ками. Все это свидетельствует о высоком уровне неопределенности при моделировании
и обучении модели, и, следовательно, при прогнозировании эволюции площади [Дубнов
и др., 2023].

Многие проблемы исследования эволюции площади термокарстовых озер удается
эффективно решать, опираясь на методы рандомизированного машинного обучения
(РМО) и рандомизированного прогнозирования (РП) [Попков и др., 2019], основанные на
максимизации энтропийной меры неопределенности и использовании математических
моделей со случайными (рандомизированными) параметрами. Вычислительное ядро
метода строится на энтропийно-рандомизированном оценивании функций плотности
распределения вероятностей (ПРВ) параметров [Попков и др., 2019; Popkov et al., 2022],
базирующемся на принципе условной максимизации функционала информационной
энтропии, провозглашенном и развитом в работах [Golan et al., 1996; Jaynes, 1957;
Kapur, 1989; Kullback and Leibler, 1951; Levine and Tribus, 1978].

Полученные энтропийно-оптимальные функции ПРВ используются для генериро-
вания ансамбля прогнозных траекторий пространственно-временной динамики термо-
карстовых озер. Методы РМО и РП применялись для решения ряда задач, в том числе
прогнозирования мирового населения [Попков и Дубнов, 2016; Popkov et al., 2016],
классификации [Дубнов, 2019], прогнозирования суточной электрической нагрузки
в энергетических системах [Попков и др., 2020; Popkov et al., 2020], анализа развития
пандемии COVID-19 [Попков, 2021; Попков и др., 2021].

Вклад данной работы в развитие методов анализа данных, моделирования и про-
гнозирования рассматривается в следующих трех аспектах. Первый аспект состоит
в адаптации РМО к особенностям моделирования и обучения стандартными статистиче-
скими подходами, основанными на статических регрессионных моделях и динамических
моделях временных рядов типа ARMA, тем самым создавая новый инструмент оце-
нивания моделей в рамках общего теоретического инструментария. Второй аспект
состоит в применении рандомизированного подхода для восстановления пропущенных
данных, но с моделью, отличной от основной, что позволяет методологически корректно
подойти к сравнению результатов моделирования с помощью предлагаемого подхода
со стандартным. Третий аспект состоит в том, что предлагаемый подход позволил
подойти к решению исследуемой задачи в условиях большого количества нерегулярных
пропусков в данных, что делает невозможным применение моделей временных рядов
и их восстановление стандартными методами.

В первом разделе приводится описание имеющихся реальных данных о площади
озер и климатических характеристиках регионов, второй и третий разделы посвящены
методологии использования РМО при моделировании и прогнозировании площади
термокарстовых озер, в четвертом разделе приводятся результаты экспериментов и их
обсуждение.

2. Климатические и спутниковые данные

Имеющиеся в нашем распоряжении данные для анализа динамики площади тер-
мокарстовых озер представляют собой таблицы для 51 тестового участка (ТУ), вклю-
чающие значения средней площади озер (𝑆, га), среднегодовой температуры воздуха
(𝑇 ) и годовой суммы осадков для данной территории (𝑅) за период с 1985 по 2021 гг.
Нумерация и расположение ТУ и названия регионов даны на рис. 1, где для краткости
«Юг» обозначает южную часть Западно-Сибирской Арктики.

Одной из особенностей подготовки данных для анализа эволюции площадей тер-
мокарстовых озер является формирование временных рядов значений зависимой пере-
менной и предикторов для построения математической модели. В настоящей работе
используются данные о среднегодовой температуре воздуха и годовой сумме осадков,
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Рис. 1. Фрагмент карты арктической зоны России с показанным на ней размещением тестовых
участков по территории исследованных регионов.

полученные с помощью реанализа метеорологических полей на основе системы ERA-5
[Полищук и др., 2020].

Данные о площадях озер основаны на результатах измерения площадей озер по
спутниковым снимкам системы Landsat, детальное описание которых приводится в ра-
боте [Полищук и др., 2020]. Ключевыми особенностями данных о средней площади озер
являются наличие пропущенных значений для различных и неравномерных отчетов
времени и присутствие возможных погрешностей измерений. Пропуски и погрешности
в данных обусловлены в первую очередь отсутствием в некоторые годы безоблачных
спутниковых снимков, а также с методикой расчета средней площади по спутниковым
изображениям. На рис. 2 приведены доли пропущенных значений для исследуемых ТУ.

Рис. 2. Доля пропущенных данных о площадях озер для всех ТУ (%).
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График на рис. 2 показывает, что доля пропусков в данных о площади озер
существенная и в среднем варьируется от 30–40% (Юг) и 50–60% (Гыдан, Ямал) до
70–90% (Таймыр). Наибольшая доля пропущенных данных составляет 85% и более
для ТУ № 95, 96, 100, 101, то есть для данных ТУ при построении модели площади
имеется лишь 3–5 точек данных за весь период с 1985 по 2021 гг. Таким образом, в связи
с малым объемом обучающей выборки и наличием неравномерных пропусков в данных,
построение регрессионных моделей классическими статистическими методами, такими
как метод наименьших квадратов (МНК) и ARMA/ARIMA методами, становится
затруднительным, а проверка необходимых статистических гипотез – невозможной.

3. Рандомизированные модели площади термокарстовых озер

Основы концепции рандомизированного машинного обучения описаны в [Попков,
2023; Попков и др., 2019; Popkov et al., 2022] и сводятся к трем этапам. На первом,
согласно принятой модели со случайными параметрами исследуемого объекта и име-
ющихся данных, определяются энтропийно-оптимальные функции ПРВ параметров
модели и измерительных шумов. На втором этапе эти функции сэмплируются и с по-
мощью метода Монте Карло генерируются соответствующие ансамбли траекторий
выхода модели. На третьем этапе определяются числовые характеристики указан-
ных ансамблей. На втором и третьем этапах этой процедуры реализуется алгоритм
рандомизированного прогнозирования.

В настоящей работе рассматриваются две модели площади термокарстовых озер 𝑆:
1. Линейная статическая модель (ЛСМ) с двумя входами: среднегодовой температу-

рой 𝑇 и годовой суммой осадков 𝑅 [Дубнов и др., 2021a];
2. Линейная динамическая модель (ЛДМ) с теми же входами, но учитывающая

предыдущие значения самой площади, таким образом, входами такой модели
являются: среднегодовая температура 𝑇 , осадки 𝑅 и 𝑝 исторических (предыдущих)
значений площади 𝑆−𝑝, . . . ,𝑆−1 [Дубнов и Булычев, 2017].

3.1. Линейная статическая модель
Рассмотрим линейную статическую модель площади следующего вида:

𝑆[𝑡|𝑎] =𝑎0 + 𝑎1𝑇 [𝑡] + 𝑎2𝑅[𝑡],

𝑣[𝑡|𝑎] =𝑆[𝑡|𝑎] + 𝜉[𝑡], 𝑡 ∈ 𝒯 = [0,𝑇 ],
(1)

где 𝑣[𝑡] – измеряемая площадь озер, 𝜉[𝑡] – случайный шум, имитирующий измеритель-
ные ошибки, сопровождающие трансформацию космических изображений в значения
площади озер, 𝒯 – временной интервал, на котором осуществляется обучение модели.

Точки, в которых происходят измерения, составляют счетное и конечное множество
размера 𝑚, соответствующего количеству точек измерения, поэтому иногда удобно
использовать индексную нотацию вместо дискретной:

𝒯 = [0,𝑇 ] = [𝑡1, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚],

𝑆[𝑡𝑗 ] = 𝑆𝑗 , 𝑇 [𝑡𝑗 ] = 𝑇𝑗 , 𝑅[𝑡𝑗 ] = 𝑅𝑗 , 𝑣[𝑡𝑗 ] = 𝑣𝑗 , 𝜉[𝑡𝑗 ] = 𝜉𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚,

таким образом из (1) будем иметь:

𝑆𝑗 (𝑎) = 𝑎0 + 𝑎1𝑇𝑗 + 𝑎2𝑅𝑗 ,

𝑣𝑗 (𝑎) = 𝑆𝑗 (𝑎) + 𝜉𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚.
(2)

С учетом (1) и (2) можно определить векторный функционал Φ, реализующий преоб-
разование входа в выход в виде:

𝑦 = Φ(x,a) = Φ(𝑇 ,𝑅,a) = 𝑎0 + 𝑎1𝑇 + 𝑎2𝑅, x = (𝑇 ,𝑅), a = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2), (3)

где 𝑦 = 𝑆 – выход модели, в данном случае скалярный, x – вектор входа, a – вектор
параметров модели.
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Важно отметить, что в общем случае измерения могут проводится не регуляр-
но, то есть расстояние между соседними моментами времени не равны между собой
для всех точек. Реальные данные наблюдений имеют регулярный характер за исклю-
чением пропусков, вследствие этого далее предполагается регулярность измерений
и в используемых моделях.

Параметры модели предполагаются случайными интервального типа

𝑎𝑖 ∈ 𝒜𝑖 =
[︁
𝑎−𝑖 , 𝑎

+
𝑖

]︁
, 𝑎 ∈ 𝒜 =

2⋃︁
𝑖=0

𝒜𝑖 , (4)

вероятностные свойства которых характеризуются непрерывно-дифференцируемой
функцией ПРВ 𝑃 (𝑎), определенной на 𝒜.

Измерительный шум 𝜉[𝑡] также предполагается случайным, независимым и ин-
тервального типа:

𝜉 ∈ Ξ𝑗 = [𝜉−𝑗 ,𝜉
+
𝑗 ], 𝜉 = {𝜉1, . . . ,𝜉𝑚} ∈ Ξ =

𝑚⋃︁
𝑗=1

Ξ𝑗 , (5)

вероятностные свойства которого характеризуются совместной функцией ПРВ 𝑄(𝜉),
которая с учетом независимости измерений определяется как

𝑄(𝜉) =
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑞𝑗 (𝜉), (6)

где 𝑞𝑗 (𝜉) – функции ПРВ шума в 𝑗-й точке измерения.

3.2. Линейная динамическая модель
Рассмотрим теперь динамическую модель площади

𝑆[𝑡] = 𝑎0 +
𝑝∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘𝑆[𝑡−𝑘] + 𝑏1𝑇 [𝑡] + 𝑏2𝑅[𝑡],

𝑣[𝑡] = 𝑆[𝑡] + 𝜉[𝑡], 𝑡 = [0,𝑇 ],

(7)

где 𝑝 – порядок модели, 𝑎0, . . . , 𝑎𝑝,𝑏1,𝑏2 – параметры модели, индекс −𝑘 означает 𝑘-е
предыдущее значение времени по отношению к исходному.

С учетом индексной нотации будем иметь:

𝑆𝑗 = 𝑎0 +
𝑝∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘𝑆𝑗−𝑘 + 𝑏1𝑇𝑗 + 𝑏2𝑅𝑗 ,

𝑣𝑗 = 𝑆𝑗 + 𝜉𝑗 .

(8)

С учетом (7) и (8) определим векторный функционал Ψ , реализующий преобразо-
вание входа в выход в виде:

𝑦 = Ψ (x,a) = Φ(𝑇 ,𝑅,𝑆−1, . . . ,𝑆−𝑝,a) = 𝑎0 +
𝑝∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘𝑆−𝑘 + 𝑏1𝑇 + 𝑏2𝑅,

x = (𝑇 ,𝑅,𝑆−1, . . . ,𝑆−𝑝), a = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑝,𝑏1,𝑏2),

(9)

где 𝑦 = 𝑆 – скалярный выход модели, x – вектор входа, a – вектор параметров модели.
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Как и в случае статической модели, ее параметры и независимые шумы предпола-
гаются случайными интервального типа

𝑎𝑖 ∈ 𝒜𝑖 = [𝑎−𝑖 , 𝑎
+
𝑖 ], 𝑏ℓ ∈ ℬℓ = [𝑏−ℓ ,𝑏

+
ℓ ], 𝑎 ∈ 𝒜 =

𝑝⋃︁
𝑖=0

𝒜𝑖

2⋃︁
ℓ=1

ℬℓ , (10)

𝜉 ∈ Ξ𝑗 = [𝜉−𝑗 ,𝜉
+
𝑗 ], 𝜉 = {𝜉1, . . . ,𝜉𝑚} ∈ Ξ =

𝑚⋃︁
𝑗=1

Ξ𝑗 , (11)

вероятностные свойства которых характеризуются непрерывно-дифференцируемой
функцией ПРВ параметров 𝑃 (𝑎) определенной на 𝒜, и функцией ПРВ шумов 𝑄(𝜉)
определяемой (6).

Динамическая модель в отличие от статической позволяет учесть влияние преды-
дущих значений площади на ее значение в текущий момент времени. Наличие такого
влияния исключает пропуски в данных, и требует предварительного восстановления
пропущенных значений. Для восстановления пропусков в данных предлагается исполь-
зовать рассмотренную ранее модель [Дубнов и др., 2021b]. Примеры восстановления
данных приведен на рис. 3 для ТУ № 1 и ТУ № 95.

4. Обучение рандомизированных моделей

Задача энтропийного оценивания (первый этап РМО) формулируется следующим
образом:

𝐻(𝑃 ,𝑄) = −
∫

𝒜

𝑃 (𝑎) ln𝑃 (𝑎)𝑑𝑎−
∫

Ξ

𝑄(𝜉) ln𝑄(𝜉)𝑑𝜉→max
𝑃 ,𝑄

, (12)

при условиях:
• нормировки

∫

𝒜

𝑃 (𝑎)𝑑𝑎 = 1,

∫

Ξ

𝑄(𝜉)𝑑𝜉 = 1; (13)

• соблюдения эмпирических балансов
∫

𝒜

Ω(x𝑗 ,a)𝑃 (𝑎)𝑑𝑎+
∫

Ξ𝑗

𝜉𝑞𝑗 (𝜉)𝑑𝜉 = 𝑦𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚, (14)

где Ω – функционал модели, реализующий преобразование входа в выход, x𝑗 – вход в 𝑗-й
точке наблюдения, определяемые (3) или (9), 𝑦𝑗 – наблюдаемое (реальное) значение
площади на интервале обучения 𝒯 .

Описанная оптимизационная задача представляет собой функциональную
энтропийно-линейную задачу с интегральными ограничениями, которая имеет анали-
тическое решение в предположении, что функции 𝑃 (𝑎) и 𝑄(𝜉) являются непрерывно-
дифференцируемыми функциями [Попков и др., 2019]:

𝑃 *(𝑎,𝜆) =
exp

(︁
−
∑︀𝑚

𝑗=1𝜆𝑗Ω(𝑥𝑗 , 𝑎)
)︁

𝒫 (𝜆)
, 𝒫 (𝜆) =
∫

𝒜

exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝− 𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗Ω(x𝑗 , 𝑎)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠𝑑𝑎, (15)

𝑄*(𝜉,𝜆) =
exp

(︁
−
∑︀𝑚

𝑗=1𝜆𝑗𝜉𝑗
)︁

𝒬(𝜆)
, 𝒬(𝜆) =
∫

Ξ

exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝− 𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝜉𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠𝑑𝜉, (16)
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где 𝜆 = (𝜆1, . . . ,𝜆𝑚) – вектор множителей Лагранжа, которые определяются решением
балансовых уравнений:

𝑅𝑗 (𝜆) =
1
𝒫 (𝜆)

∫

𝒜

Ω(x𝑗 , 𝑎)𝑒𝑥𝑝

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝− 𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗Ω(x𝑗 , 𝑎)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠𝑑𝑎+
+

1
𝒬(𝜆)

∫

Ξ

𝜉 exp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝− 𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝜉𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠𝑑𝜉 = 𝑦𝑗 .

(17)

Решение указанных уравнений определяется с использованием алгоритмов мини-
мизации квадратичной невязки [Golan et al., 1996]

𝐽(𝜆) =‖ 𝑅(𝜆)−𝑌 ‖2⇒min
𝜆

, (18)

где ‖ · ‖ – евклидова норма, 𝑅(𝜆) и 𝑌 – векторы с компонентами 𝑅𝑗 и 𝑦𝑗 соответственно.

(а) ТУ № 1.

(б) ТУ № 95.
Рис. 3. Восстановление значений площади.
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Таким образом, в результате применения энтропийно-рандомизированного оцени-
вания восстанавливаются функция ПРВ для параметров модели 𝑃 *(𝑎) и измерительных
шумов 𝑄*(𝜉), которые в дальнейшем используются для сэмплироания и генерации
соответствующих ансамблей и для вычисления точечных оценок среднего a и дисперсии
𝜎2
a параметров:

a= E[a] =
∫

𝒜

a𝑃 (a)𝑑a, 𝜎2
a =𝐷[a] =
∫

𝒜

(a−E[a])2𝑃 (a)𝑑a. (19)

Аналогичным образом оцениваются средние значения и дисперсии измерительных
шумов.

5. Прогнозирование с использованием рандомизированных моделей

Концепция рандомизированного прогнозирования, предложенная в работах [Поп-
ков, 2023; Попков и др., 2019; Popkov et al., 2022], может применяться для любых
параметрических моделей со случайными параметрами и известных функциях ПРВ.
Согласно данной методике для прогнозирования будущих траекторий процесса исполь-
зуются не точечные оценки параметров, а ансамбль возможных значений случайных
величин, полученный посредством сэмплирования соответствующих функций ПРВ.
В данной работе предлагается модифицировать данный подход, используя технологию
bootstrap для размножения выборки. Он нацелен на уменьшение дисперсии прогноз-
ных значений благодаря многократному сэмплированию одной и той же функции
ПРВ с вычислением эмпирических средних значений и последующим усреднением
результатов.

Алгоритм рандомизированного прогнозирования площади термокарстовых озер,
ориентированный на использование линейных моделей площади представляет собой
следующую процедуру:
1. Полученные функции ПРВ параметров и измерительных шумов сэмплируются

и соответствующие последовательности случайных величин используются для
построения ансамбля траекторий, характеризующих временную эволюцию пло-
щади термокарстовых озер. В случае линейных моделей площади, вычисляются
выборочные средние значения и с их помощью строится прогнозная траектория;

2. Предыдущий этап повторяется заданное количество раз (например, 1000), в резуль-
тате чего ансамбль прогнозных траекторий усредняется повторно и вычисляется
итоговая средняя траектория динамики площади озер.

В данной работе, для сэмплирования используется метод исключений (Acceptance-
Rejection method) [Neumann, 1951], который иногда приводит к увеличению общего
времени сэмплирования, особенно для функций ПРВ экспоненциального типа, когда
сэмплируемые значения должны быть сосредоточены в малой части области определе-
ния функции.

Область определения функций ПРВ 𝑃 (𝑎) и 𝑄(𝜉) задается на этапе оценивания,
исходя из ограничений на значения параметров модели и шумов измерений. В данной
работе отрезки значений для параметров модели формируются с помощью предвари-
тельных оценок по методу МНК по правилу «трех сигм» [Феллер, 1967].

6. Результаты исследования

Реализация всех вычислительных экспериментов проводилась в среде MATLAB
версии 9.7 (2019b) на платформе Windows x64. Для решения системы уравнений (18)
использовался алгоритм Trust-Region-Dogleg [Nocedal and Wright, 2006], реализованный
в модуле Optimization Toolbox, для сэмплирования энтропийно-оптимальных распреде-
лений использовался алгоритм AR собственной разработки.

Russ. J. Earth. Sci. 2024, 24, ES5011, https://doi.org/10.2205/2024es000935 8 of 20

https://doi.org/10.2205/2024es000935


Пространственно-временной анализ эволюции площади термокарстовых озер. . . Дубнов и др.

6.1. Моделирование климатических показателей
Прежде чем приступать к прогнозированию площади озер на основе среднегодовых

значений температуры и количества осадков, необходимо построить вспомогательные
модели для прогнозирования данных значений. В [Дубнов и др., 2023] предлагалась
линейная динамическая модель со случайной последовательностью на входе. В проце-
дуру обучения включалась совместная функция ПРВ параметров и входного шума,
которая восстанавливалась с помощью решения соответствующей задачи энтропийно-
рандомизированного оценивания.

Здесь мы развиваем иной подход, предложенный в работах [Полищук и др., 2020;
2018], где температура и осадки описывались линейными моделями от времени. Такая
модель позволяет оценить общий тренд, к примеру, на рост средней температуры со
временем, но, с другой стороны, никак не учитывает динамику изменения температуры
за весь период наблюдений. В данном исследовании предлагается дополнить линейную
модель для температуры и осадков посредством введения циклических составляющих:

𝑇 [𝑡] = 𝜇+𝛼𝑡 + 𝛽1 sin
(︂2𝜋𝑡

4

)︂
+𝛽2 sin

(︂2𝜋𝑡
8

)︂
+ 𝛽3 sin

(︂2𝜋𝑡
12

)︂
+ 𝜀,

𝑡 ∈𝑇 .
(20)

Аналогичная модель использовалась для описания временной эволюции годовой
суммы осадков 𝑅[𝑡].

Частоты с периодом 4, 8 и 12 выбраны так потому, что для большинства ТУ на
данных значениях наблюдаются пики функций автокорреляции значений температуры
и осадков. Параметры моделей температуры и осадков определялись МНК. Пример
применения данной модели представлен на рис. 4.

Рис. 4. Прогнозирование температуры и осадков для ТУ № 1.

6.2. Моделирование площади по исходным данным с пропусками
Как было отмечено выше, применение динамических моделей сопряжено с необхо-

димостью иметь данные предыдущих состояний исследуемого процесса в количестве,
определяемым порядком модели. В условиях наличия пропусков в данных, это обстоя-
тельство приводит к необходимости их восстановления.
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Исследуемая в работе задача характеризуется большим количеством пропущенных
данных для значительного количества ТУ. По этой причине, в целях их восстановле-
ния, для моделирования используется линейная модель от значений климатических
показателей (1) и метод энтропийно-рандомизированного оценивания для вычисления
оценок функций ПРВ параметров данной модели.

На примере одного из ТУ рассмотрим алгоритм моделирования площади и резуль-
таты его работы. Для моделирования используется модель вида (1). Вектора входов
для каждой точки наблюдения образуют строки матрицы входов 𝑋, первый столбец
которой соответствует единичному вектору, наблюдения площади образуют матрицу
наблюдений 𝑌 . Эта матрица определяет набор данных (датасет) для обучения:

𝑌𝑚×1 = 𝑆, 𝑋𝑚×3 = [1,T,R],a3×1 = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2)
𝑇 .

С учетом требований статистической теории, данные необходимо стандартизиро-
вать для удовлетворения требованиям нормальности:

𝑋min =𝑚𝑖𝑛(𝑋𝑘), 𝑋𝑘
max =𝑚𝑎𝑥(𝑋𝑘),

𝑌min =𝑚𝑖𝑛(𝑌 ), 𝑌max =𝑚𝑎𝑥(𝑌 ),

𝑋𝑘 =
𝑋𝑘 −𝑋𝑘

min

𝑋𝑘
max −𝑋𝑘

min

, 𝑌 =
𝑌 −𝑌min

𝑌max −𝑌min
.

где операции минимума и максимума берутся по столбцам.
Оценка модели методом наименьших квадратов приводит к следующим значениям

среднего и дисперсии:

a𝑜𝑙𝑠 = (0,3250, 0,8059, −0,3759)𝑇 , 𝜎2 = 0,0459,

𝜎a = (0,0886, 0,1653, 0,1478)𝑇 .

На основе этих оценок и правила «трех сигм» определяются интервалы случайных
параметров (4) и шума (5), причем интервалы шумов одинаковы для всех точек
наблюдения:

𝒜 = [a𝑜𝑙𝑠 − 3𝜎a,a𝑜𝑙𝑠 +3𝜎a] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0,0591 0,5910
0,3099 1,3019
−0,8192 0,0675

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦,
Ξ = [−3𝜎,3𝜎 ] = [−0,6424, 0,6424].

(21)

Решение уравнения (18) приводит к определению оптимального значения 𝜆, кото-
рые определяют энтропийно-оптимальные распределения параметров в соответствие
с (15)–(16) (см. табл. 1 и рис. 5).

Таблица 1. Оптимальные значения множителей Лагранжа 𝜆

𝑗 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
𝜆𝑗 −1,3274 −1,9910 2,0579 −0,8858 0,8545 −0,9223 −1,4929 −0,7539 2,6871 −0,8233
𝑗 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
𝜆𝑗 1,0640 −1,1957 −0,6579 −0,2567 −1,0819 −1,0518 −0,1353 5,8824 −0,6201 −0,4658
𝑗 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
𝜆𝑗 −0,5856 2,5382 −0,2708 0,3559 0,2002 −1,0294 −6,2172 −0,9045 −0,9670 −1,1241
𝑗 31 32 33 34 35 36 37
𝜆𝑗 −2,6671 1,9400 0,1695 9,3582 0,3763 1,2592 −0,6660
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(а) ТУ № 1.

(б) ТУ № 95.
Рис. 5. Энтропийно-оптимальные распределения параметров модели.

Имея энтропийно-оптимальные распределения, можно вычислить средние (по
распределению) значения параметров:

a𝑚𝑒𝑒= E[a] =
∫

𝒜

a𝑃 (a)𝑑a = (0,3403, 0,7622, −0,3382)𝑇 .

Результат моделирования и прогнозирование на 10 лет для ТУ № 1 и № 95 показан
на рис. 6.

Указанную последовательность действий необходимо повторить для каждого ТУ.
Качество моделирования оценивается с помощью среднеквадратической ошибки RMSE
и средней абсолютной процентной ошибки MAPE между прогнозной (модельной) ̂︀𝑆
и реальной траекториями 𝑆:

RMSE =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝1𝑛
𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
𝑆𝑖 −̂︀𝑆𝑖)︁2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠1/2, MAPE =
1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒𝑆𝑖 −̂︀𝑆𝑖𝑆𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒
⃒. (22)

Результаты экспериментов представлены в рис. 2. Для каждого региона приведены
усредненная по региону доля пропущенных значений 𝜌 и ошибок RMSE и MAPE, а на
рис. 7 приведены значения ошибки MAPE для каждого тестового участка.

Таблица 2. Результаты моделирования по данным с пропусками

Регион 𝜌 RMSE MAPE
Юг 0,3782 0,9168 5,7762
Гыдан 0,5086 0,9274 7,9677
Ямал 0,6060 0,7126 10,0550
Таймыр верхняя Арктика 0,8225 0,4134 4,6721
Таймыр нижняя Арктика 0,7450 0,3536 3,1989
Таймыр субарктика 0,6725 0,3708 2,8365

Согласно результатам, приведенным в рис. 2 и на рис. 7, ошибка моделирования
площади MAPE для большинства регионов не превышает 10%, однако для некото-
рых тестовых участков превосходит данное значение. Это может быть обусловлено
как недостаточным качеством линейной модели, так и высокой долей пропущенных
значений, в результате чего оценивание проводилось по малому набору точек.
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(а) ТУ № 1.

(б) ТУ № 95.
Рис. 6. Результаты моделирования площади.

6.3. Моделирование площади по восстановленным данным
В данном разделе приведены результаты моделирования площади озер с помощью

линейной динамической модели (7) по восстановленным данным. Порядок 𝑝 модели
выбирается индивидуально для каждого тестового участка с целью минимизации
среднеквадратической ошибки моделирования. Результаты экспериментов приведены
в рис. 3 по регионам.

Полученные результаты показывают, что ошибка моделирования при использо-
вании линейной динамической модели уменьшилась более чем в 2 раза в среднем по
регионам по сравнению с использованием линейной статической модели.

Russ. J. Earth. Sci. 2024, 24, ES5011, https://doi.org/10.2205/2024es000935 12 of 20

https://doi.org/10.2205/2024es000935


Пространственно-временной анализ эволюции площади термокарстовых озер. . . Дубнов и др.

Рис. 7. Ошибки модели (1).

Таблица 3. Результаты моделирования по данным с пропусками

Регион 𝜌 RMSE MAPE
Юг 0,3782 0,5443 3,4984
Гыдан 0,5086 0,4844 4,0794
Ямал 0,6060 0,7908 4,5316
Таймыр верхняя Арктика 0,8225 0,1887 1,8872
Таймыр нижняя Арктика 0,7450 0,1691 1,5066
Таймыр субарктика 0,6725 0,1938 1,3951

6.4. Результаты прогнозирования площади
Прогнозирование площади термокарстовых озер проводилось отдельно для каж-

дого тестового участка с помощью описанного ранее алгоритма рандомизированного
прогнозирования и с использованием линейной динамической модели порядка 𝑝. Про-
гноз строился на ближайшие 10 лет отдельно для каждого тестового участка. Для
примера приведены графики прогнозных траекторий для ТУ № 1 и ТУ № 95 (рис. 8).

6.5. Агрегация результатов
Учитывая большое количество ТУ трудно проанализировать результаты модели-

рования для всего региона. Для достижения целей обобщения полученных результатов
на весь регион и его представление необходимо провести их агрегацию по всем ТУ,
входящим в регион.

Моделирование площади термокарстовых озер проводилось с помощью обучения
рандомизированной динамической модели (??). Прогноз строится на ближайшие 10
лет методом рандомизированного прогнозирования отдельно для каждого тестового
участка.

На рис. 9 приведен график распределения порядка модели для всех тестовых
участков с разбивкой по регионам. Так, например, для региона «Гыдан» 4 из 7 тестовых
участков моделировались с помощью модели порядка 4, а остальные 3 – моделями
порядка 1, 2 и 3. Преобладание в данном регионе моделей более высокого порядка может
свидетельствовать о большей зависимости площади озер от значений предыдущих
лет. С другой стороны, для региона «Юг» наблюдается обратная ситуация, когда
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(а) ТУ № 1.

(б) ТУ № 95.
Рис. 8. Прогнозирование площади.

большинство ТУ моделировались моделями 0, 1 или 2 порядка и лишь несколько
участков более высокими.

На рис. 10 приведен графики среднего прогнозируемого изменения площади озер
за ближайшие 10 лет по регионам. Изменение площади вычисляется относительно
среднего значения за последние 3 года существующих данных, т.е. 2019, 2020 и 2021, и
показывает средний относительный прирост площади

𝑦 =
1
3
(𝑦2019 + 𝑦2020 + 𝑦2021),

∆𝑆𝑛 =
𝑦𝑛 − 𝑦
𝑦

, 𝑛 = 2022, 2023, . . . ,2031.
(23)

Согласно графикам, приведенным на рис. 10, можно выделить группу регионов
«Таймыр верхняя Арктика», «Таймыр нижняя Арктика» и «Таймыр субарктика», для
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Рис. 9. Распределение по порядку модели для всех ТУ.

Рис. 10. Прогноз среднего изменения площади озер по регионам.

которых графики ведут себя похожим образом, а среднее прогнозируемое изменение
площади к 2031 году составляет 1–2%. Примерно такое же итоговое среднее значение
прироста площади в 2% прогнозируется для региона «Юг», однако график для данного
региона выглядит более «ровным» и «стабильным» благодаря большому количеству
тестовых участков в нём. Наибольшие прирост средней площади около 4% и 5%
прогнозируется для регионов «Ямал» и «Гыдан» соответственно.

На рис. 11 приведен график изменения площади тестовых участков. Точки соответ-
ствуют координатам тестовых участков, размер маркера обозначает степень изменения,
а цвет соответствует региону.

В рис. 4 приведены некоторые показатели, полученные в рамках экспериментов.
В целом можно отметить следующее:

• Гыдан – наибольший прирост 13.9% –ТУ № 16;
• Таймыр верхняя Арктика – наибольший прирост 9% –ТУ № 95;
• Таймыр нижняя Арктика – наибольший прирост 5.5% –ТУ № 102;
• Таймыр субарктика – наибольший прирост 4% –ТУ № 111;
• Юг – наибольший прирост 16.9% –ТУ № 14;
• Ямал – наибольший прирост 6.6% –ТУ № 28.
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Рис. 11. Карта изменения площади ТУ.

Таблица 4. Итоговые показатели

Название региона Количество
ТУ

Среднее
значение

ТУ c наи-
меньшим
значением

Наименьшее
значение

ТУ c наи-
большим
значением

Наибольшее
значение

Гыдан 7 0,0514 23 −0,0075 16 0,1391
Таймыр верхняя Арктика 4 0,0183 97 −0,0202 95 0,0899
Таймыр нижняя Арктика 10 0,0122 101 −0,0075 102 0,0548
Таймыр субарктика 8 0,0136 118 −0,0061 111 0,0401
Юг 17 0,0225 12 −0,0310 14 0,1688
Ямал 5 0,0422 29 0,0331 28 0,0656
ВСЕГО 51 0,0247 12 −0,0310 14 0,1688

7. Заключение

В работе рассматривается задача моделирования и прогнозирования площади
термокарстовых озер с помощью методa рандомизированного машинного обучения, поз-
воляющего строить статистические модели в условиях малого объема данных и неструк-
турированных шумов измерений. В ходе экспериментов было рассмотрено две модели
площади озер: линейная статическая модель от значения климатических показателей
температуры и количества осадков и линейная динамическая модель, позволяющая учи-
тывать динамику исторических значений площади. В результате моделирования было
показано, что переход к динамической модели площади и восстановление пропущенных
данных позволяют значительно уменьшить среднюю ошибку моделирования.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект № 22-11-20023).
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The work is devoted to the problem of forecasting the evolution of the area of thermokarst lakes
in the Arctic permafrost zone using the analysis of test areas from several geographical regions.
The approach proposed in the work is based on the Randomized Machine Learning method for
constructing mathematical models of lake area from climate indicators, learning the model on real
data and further forecasting. The results of modeling the dynamics of lake areas using linear static
and dynamic models are presented and compared. It is shown that proposed dynamic model can
significantly reduce the average modeling error.
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